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(1) Tenista v nesnazich

Jakou minimalni rychlosti musi tenista odehrat micek halfvolejem (tj. od zemé), aby preletél pies
sit o vySce h? Vzdalenost tenisty od sité je [, a jeho raketa pii ideru micek odpali pod thlem 30
stupnu. Pri jaké vySce h uz tenista nedokaze sit prehodit? Zanedbejte odpor vzduchu.

Reseni. Resime ulohu pro Sikmy vrh, pricemz pozici nasi rakety umistime do bodu (0,0) - staci
ndm pouzit dvé dimenze. Pohyb castice tedy probihd po trajektorii (kde jsme vyjadiili slozky
kartézskych rychlosti jako projekce rychlosti v)

x(t) = v cos (%) t= \/gvt
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Oznacime si jako T cas, kdy micek dorazi k siti. To znamend, Ze plati
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Z téhle rovnice vyjadiime T (kterého se potiebujeme zbavit) a dosadime do rovnice zbjvajici. U
té nasledné poZadujeme, aby vyska micku byla alespon h, tj.
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Ted uz snadno vyjddiime hledanou rychlost jako
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Tato rychlost se stdvd nekonecnou h = \/Lg (micek by v takovém pripadé musel letét po primce).
Pokud bude sit vyssi neZ tato hodnota, nemdme ji Sanci prelobovat.
(2) Vivianiho kiivka

Castice se v inercialni soustavé pohybuje po tzv. Vivianiho kfivce, coz je prostorova kiivka zadana
parametricky jako



x(t) = asin(t) cos(t)
y(t) = asin(t) sin(t) —

VS

z(t) = acos(t)

Jaka sila na takovou ¢éstici ptisobi? Ukazte, ze hledan4 sila je konzervativni, tj, najdéte potenciélni
energii U(z,y, z) takovou, ze F' = —VU . Podle tvaru potencialni energie potom rozhodnéte, o
jaky systém se jedna.

ResSeni. Budeme pouZivat druhij Newtoniv zdkon, musime tedy naSe pohybové rovnice dvakrdt
zderiwovat. Dostdvame vysledek

F(z) = mi(t) = —4masin(t) cos(t) = —4ma(t)
F(y) = mi(t) = —8masin(t) sin(t) — 4a = —8my(¢)
F(z) =mZ(t) = —macos(t) = —mz(t)

tzn. druhé derivace nasich parametrickych funkci lze snadno vyjadrit pomoci funkci samotngjch.
Potencidlni energii miZeme v takovém pripadé hledat ve tvaru souctu U(z,y, z) = f(x) + g(y) +
h(z), s vysledkem
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Tahle potencidalni energie zjevné odpovidd prostorovému harmonickému oscildatoru, ktery je ovsem

neizotropni (tj. v kaZdém sméru kmitd s jinou frekvenci).

(3) Jacobiho identita

Vektorovy soucin neni asociativni, tj. pii nasobeni tii a vice ¢lenu zélezi na poradi zavorkek.

Vektorovy soucin je dokonce v jistém smyslu maximalné neasociativni - spliiuje Jacobiho identitu
Ax(bxd)+Ex (@xb)+bx(@xad) =0

Dokazte ji.

Reseni. Vime, Ze plati

aq 6203 — b302 a2b101 — CLQbQCl — Clgbgcl + a3b103
a x (b X 5) = |ay| X b3C1 — bng = a3b203 — CL3b3C2 — (llblCQ + CL1b2C1
as bicy — bycy aibscy — a1bicy — asbacs + asbscy

a tedy

a2b161 — a2b261 — agbgcl + CL3b163
a x (5 X &) +Ex (axb)+ b x (€x d) = |asbycg — agbscog — arbicy + arbacy | +
a1b301 — a1b103 — a2b2C3 + CLngCQ
02a161 — CQGle — Cg(lgbl + 03a1b3 bgclal — bgCgCll — bgCgCLl + b301a3
+ 03a263 — 03a3b2 — Clalbg + Clagbl + bgCQ(Zg - b303a2 — b101a2 + blcgal =0
cragby — cra1bs — caagbs + caazby biczar — bicraz — bacaaz + bacsas



(4) Velka galakticka zed

Uvazujte dlouhou 1D zed (tj. tusecku) o délce [ a linearni hustoté p. Jakou gravitacni silou
pusobi zed na ¢astici o hmotnosti m, ktera lezi ve vzdalenosti h ode zdi pfimo nad jejim stfedem?
Zustéava sila konefné i pro nekonecné dlouhou zed | — 0o? (pozor na rozdil mezi diferencidlem
dF a jeho projekci dF, do osy kolmé ke zdi).

BONUS: Jak se zméni situace v pripadé 2D zdi, tj. roviny?

Reseni. Budeme pracovat ve dvou dimenzich, jejich kartézské soutadnice si oznacime jako x a z.
Z Newtonova gravitacniho zdikona vyjadrime diferencidl sily piusobici na castici jako

(kmp)dz  (kmp)dzx
r2 a2+ h?
kde x je vzddlenost prislusného elementu tyce od jejiho stiedu. Chceme dostat projekci této sily

do sméru osy z (protoZe dopredu tusime, Ze jenom tim smérem bude sila netrividlné pisobit).
Dostaneme ji jako

dF =

h _ (kmph)dx
VhZ & 22 (22 + h2)3/2

Tenhle vyraz uz miZeme smysluplné integrovat, s vysledkem

dF, = dF

/2 dr T /2
F, = | dF, = kpmh — = gpmh | ——— =
/ P /_1/2 (h? 4 22)3/2 P {h%/a:? + hQ} —1/2
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prol — oo. Vyraz tedy zistdvd konecnyj, i kdyz ve zdi samotné je nekonecné hmoty, a mohla by tedy
teoreticky pisobit nekonecnou silou. Pro 2D nekonecnou zed mizZeme vyuZit tohoto vysledku, a chd-
pat rovinu jako soustavu rovnobézZnych primek parametrizovangch novou soutadniciy. Vzddlenost
naseho bodu od roviny oznacime v, a pro vyslednou silu mizZeme psdt

[e.9]

2Kmp v
—oo VU2 F Y2 V2 + 3P

To znamend, Ze vislednd sila nejenze je konecnd, ona je dokonce v celém prostoru konstantni!

F, = dy = 2kmp [arctan (Qﬂ = 2TKMp
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